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（統計解析論） 

線形回帰における一歩進んだ仮説検定－Ｆ検定の利用法－ 

  

１． はじめに 

 経済学における実証分析には，しばしば線形回帰が

用いられる．その中で特定の理論・性質を検証するた

めに仮説検定が利用されている．しかし，一般的に使

用されているのは，一つの係数に関する仮説検定を t

検定で行うくらいのものである．しかし，Ｆ検定を利

用することによって，より経済理論に即した仮説検定

を行うことができる．さらに，Ｆ検定の考え方は t 検

定と密接に結びついており，t検定の考えを少し一般化

したにすぎないことから，その習得にはさしたる困難

を伴わない．また，実際の推定に至っては極めて容易

である．本講義で使用する教科書[1]では，Ｆ検定を他

の教科書より詳しく扱い，その可用性を強調している． 

 したがって，本稿ではＦ検定の使用法を詳しく解説

し，読者の実証分析に役立てたいと考えている．統計

解析論を受講される方のみならず，卒業論文で統計デ

ータの解析を行う予定の方にも役立つことを期待して

いる． 

 

２．Ｆ検定の利用例（コブ－ダグラス型生産関数にお

ける規模に関する収穫一定の検証） 

 例えば，コブ－ダグラス型生産関数において規模に

関する収穫一定が当てはまっているかを統計データに

基づいて検証したいとする．この規模に関する収穫一

定とは，様々な生産要素をみな同じ比率で増やしたと

きにその比率で生産量が増えるということである． 

コブ－ダグラス型生産関数とは，Y を（付加価値）

生産量，Kを資本ストック量，L を労働投入量とする

と， βα LAKY = （Aは定数）である．これらの変数

は，実質化されている．ここで，両辺の自然対数を取

って， LKAY loglogloglog βα ++= と考える

こともできる．もちろん，この関係は統計データでは

厳密に当てはまることはまれである．従って， 

εβα +++= LKAY loglogloglog  

（ただしε は誤差または攪乱項で期待値は 0，分散は

一定とする）と考える．なお，規模に関して収穫一定

であるならば 1=+ βα である．さらに， 0, >βα で

なければならない． 

統計データをこの式に当てはめることにしよう．統

計データには，ある期間における各企業の資本ストッ

ク量，その期間内の労働投入量＝総労働時間，付加価

値で計った生産量が記録されているか，または，ある

経済単位（国，地方，企業等）の上記のデータが時系

列で与えられることがある．もし，国や地方単位の場

合は，付加価値で計った生産量は，実質国民総生産や

県民総生産などである． 

まず思いつくのは線形回帰モデルで推定することで

ある．N個のデータがあるとし，定数α を Alog=α

と定義すると， 

iiii LKY εβαγ +++= logloglog  

が回帰式である．ここで，( )iii LKY ,, . は i番目の一対

のデータを示す．また， iε は i番目の生産量データの

確率的変動（攪乱項）であり，実際には統計データに

は現れていないが，その存在を想定するのである．こ

の iε の変動は，期待値が０で分散は一定の値 2σ であ

ると想定しよう． 

 Excel を使って具体的な推定を行ってみる．データ

は，アメリカのある州の非鉄金属企業のある期のデー

タである1．まず，Ｙ，Ｋ，Ｌのデータをワークシート

の各列に入力する．（図１）．それぞれのデータの自然

対数を取ることにしよう．図２のように ( )1YLog を入

力したいセルに「=LN(B2)」を入力する．ここで，「LN」

は自然対数，「B2」は 1Y のデータがあるセルを示して

いる．図３は，「=LN(A2)」と入力されたセルの周りを

                                                           
1 [2]付属CD-ROM所収Table A7.1を使用．データの由来に
関しては[2]p.283の脚注を参照のこと． 
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拡大したものである．この右下に注目すると小さい四

角（■）があることに気づく．これを，横に引っ張っ

て（図４），次に下に引っ張る（図５）．これで，該当

のセルに妥当なデータを入力できた．Excel のこの機

能はオートフィルと呼ばれている．次に，メニューバ

ーの「ツール」－「分析ツール」を選ぶ2．（図６）す

るとデータ分析のメニューウインドウが現れる（図７）．

スクロールバーで下の方にいくと「回帰分析」という

項目があらわれるので選択する（図８）．すると，回帰

分析の入力ボックスがでるが，それに図９のように入

力を与える．ここで，「入力Ｙ範囲」には回帰の被説明

変数のセルの範囲を指定する．第１行の「Log Y」とい

う変数の説明を含んで指定すると都合がよい．キーボ

ードから直接入力ボックスにデータの範囲を指定して

もよいが，入力ボックスにカーソルを持っていって左

クリックしそのあと，Log Yのデータのある範囲をド

ラッグしてもよい．「入力Ｘ範囲」には説明変数のデー

タの範囲を指定する．ここでも，第１行のデータの説

明を含めてある．データの説明の行をデータ範囲に指

定したので「ラベル」にはチェックをいれておく．そ

して，「ＯＫ」を押すと図 10のように結果が出力され

る（教科書102~104ページ参照）． 

 この結果を教科書[1]のスタイルに書き直すと， 

変数名 推定値 標準偏差 ｔ値
定数項 1.17 0.33 3.58
Log L 0.60 0.13 4.79
Log K 0.38 0.09 4.40

 

38.0ˆ =α ， 60.0ˆ =β ， 17.1ˆ =γ ， 0.942 =R ，

修正 0.942 =R ， 0.0352 =S ， 0.19=S ，

14.21=ESS ， 0.85=RSS ， 15.06=TSS となる． 

 この結果を少し検討してみよう． 0, >βα であるか

ら，まず，帰無仮説 0=α ，対立仮説 0>α を検定し

                                                           
2 もし，「分析ツール」が現れなければ，「∨」が二つ重なっ
ているところをクリックしてみよう．それでも現れなければ，
「アドイン」を選択し「分析ツール」にチェックを入れ「Ｏ
Ｋ」を押し，再度メニューバーの「ツール」－「分析ツール」
を選択しよう． 

てみよう．この帰無仮説に対するｔ値は結果のワーク

シートに与えられていて 4.40 である．5%の上方片側

検定を行うと，臨界値は 1.71 であるから，帰無仮説

0=α は棄却されて，対立仮説 0>α が採択される3．

また，帰無仮説を 0≥α ，対立仮説を 0<α ととると，

下方片側検定になるが，ｔ統計量は正であるから，帰

無仮説を棄却できず， 0≥α が採択される．同様に，

帰無仮説 0≤β ，対立仮説 0>β においても 0>β

が採択され，帰無仮説 0≥β に対してはそれを棄却す

ることができない．従って，係数の符号が理論と異な

るということはないので，ある程度まともな推定とい

える． 

 ここで，実際に規模に関する収穫一定，すなわち，

1=+ βα が成り立っているかを検証してみよう．ま

ず，推定値の βα + ，すなわち， βα ˆˆ + を計算する

と，0.98となっている．この結果からは，規模に関す

る収穫一定が成立しそうに見える．しかし， βα ˆˆ + は

あくまでも推定値であるからその誤差がどの程度か分

からなければ，判断（＝検定）はできない．実際， 

( ) ( ) ( ) ( )βαβαβα ˆ,ˆ2ˆˆˆˆ CovVarVarVar ++=+ で

あるが，Excelの出力をみると 

  ( ) 007.009.0ˆ 2 ==αVar ， 

( ) 015.013.0ˆ 2 ==βVar  

となり分かるが， ( )βα ˆ,ˆCov は出力されていない4．

したがって， ( )βα ˆˆ +Var を評価するのは Excel を使

用する限り難しい． 

ではどうするかというと，教科書に書かれているＦ

検定を使用するのである．まず，検証したい仮説（こ

の場合 1=+ βα ），すなわち，帰無仮説を仮定しない

回帰モデル（対立モデル）を推定し，そのRSSを計算

                                                           
3 実際にはこれは，帰無仮説を 0≤α ，すなわち，理論上あ
り得ないこととしているのと同等であり，それが棄却される
のである， 
4 他の統計ソフトでは出力されるが，Excelでは出力されない． 
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する．この値を aRSS とする．次に，帰無仮説に従っ

た回帰モデル（帰無モデル）を推定して，そのRSSを

計算する．これを 0RSS とする．そして，

( )
( )hnRSS

rRSSRSS
F

a

a

−
−

=
/

/0 を計算するのである．ここ

で，ｎはデータ数，h は対立モデルで推定したパラメ

ータの個数，ｒは帰無仮説の方程式の本数である5．も

し回帰の攪乱項 iε が独立で分散が一定の正規分布に

十分に近ければ，Ｆの値の確率分布は分子自由度 r，分

母自由度 hn − のカイ二乗分布で近似できる． 

収穫一定の検証の例で具体的にやってみよう．対立

モデルは， 

iiii LKY εβαγ +++= logloglog  

である．この推定はすでに行ったが， 0.85=aRSS で

あった．次に，帰無モデルを考えよう． 1=+ βα を

αβ −=1 と変形して対立モデルに代入すると， 

( )
( ) iiii

iiii

LKL
LKY

εαγ
εααγ

+−+++=
+−++=

logloglog
log1loglog

が得られる．ここで，右辺の iLlog は係数の決まって

いる変数であるので，教科書（変数間の和差操作p.28）

にあるとおり，左辺に移項して，被説明変数としても

問題はない．したがって， 

( ) iiiii LKLY εαγ +−+=− loglogloglog が

帰無仮説における回帰式である． 

実際に分析ツールの回帰分析を用いて推定してみよ

う．まず，新たな被説明変数と変数をワークシートに

入力しよう．まず，変数の説明として，log Kの右のセ

ルとその次のセルに，「 LY loglog − 」と

「 LK loglog − 」と書き込もう．この順序はどうで

もよいが，回帰式の左辺が左に来るようにしている．

そして，「 LY loglog − 」の下のセルに，「=LN(A2)

－LN(C2)」と入力しよう（図１１）．その右のセルに

                                                           
5 本質的に異なる方程式の本数を数える．例えば， 1=r と

12 =r は同じとみなされる． 

は，「=LN(C2)－LN(B2)」と入力する（図１２）．その

後，オートフィルを利用するために，この二つの数式

を入力したセルをドラッグしよう（図１３）．右下に小

さな■があるので，それを下まで引っ張っていき，マ

ウスの左ボタンをはなす（図１４）．すると帰無モデル

の説明変数，被説明変数の入力が完了する．あとは，

対立モデルを推定したのと同じである．その結果は，

図１５のようになるであろう．ここから，

0.860 =RSS とわかる6．いよいよＦ統計量の計算だ．

帰無モデルの結果が入っているシート上に計算する．

適当なセルに「=C13-」といれた（図１６）後，左下

のワークシートを選択するタブを右クリックしていく．

すぐに，対立モデルの推定結果が入っているワークシ

ートを見つけることができる．その中の残差変動(RSS)

を示すセルを右クリックする（図１７）．その後は，数

式入力エリア内に図１８の様に数式を入れる．これは，

Ｆ統計量の式 

( )
( )

( )
( )327/

1/
/

/

0

0

−
−

=

−
−

=

a

a

a

a

RSS
RSSRSS

hnRSS
rRSSRSS

F
 

を入力したものである．そして，Enterキーを押すと，

図１９が得られる．Ｆ統計量の値は0.11である．次は

検定だ．検定のためには分子自由度１，分母自由度24

のＦ分布の有意水準α に対応した臨界値（境界値）を
知る必要がある．そのためには，EXCELの FINV関

数 を 利 用 し よ う ． 該 当 す る セ ル に

「=FINV(α ,0.05,1,24)」（この例では有意水準を 5%

にとるので「=FINV(0.05,1,24)」）と入力し（図２０），

Enter キーを押そう．図２１のように臨界値は，4.26

であるので，統計量は臨界値を下回っている．したが

って，帰無仮説は棄却できず，規模に関する収穫一定

が妥当性を持つことが示された．ここで，棄却域の取

り方だが，もし帰無モデルが正しければ，統計量は０

                                                           
6 ここで aRSSRSS >0 でなければならない．計算間違い

のチェックポイントだ． 
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に近づくはずだから，棄却域は値の大きい側にだけ取

られる（片側検定）ので，「=FINV( 2/α ,0.05,1,24)」

（両側検定用臨界値）ではないのである． 

  

２． 検証したい仮説が一つの場合 

 上記の例を一般化してみよう．回帰式を 

iiKKii xxy εβββ ++++= L110  

とする．ここで， 10 =ix とおいて，回帰式を 

  iiKKiii xxxy εβββ ++++= L1100  

と書き直す．さらに，検証したい仮説（帰無仮説）が

係数「( )Kβββ ,,, 10 L の一次式=定数」の形で表さ

れるとする．すなわち， cKK =++ βαβα L00 が

帰無仮説であるとする．例としては，先ほどの

1=+ βα の他に，二つの係数が等しいという

βα = （すなわち 0=− βα ）などが考えられる．

Kαα ,,0 L の中に 0 でないものが少なくとも一つは

あるはずであるから，それを pα とする．すると，帰無

仮説は， 

∑
≠
=

−=
N

pj
j

j
p

j
p c

0
β

α
α

β  

と書き直すことができる．これを元の回帰式に代入す

ると， 

i

N

pj
j

ip
p

j
ijjip

i

N

pj
j

ijjip

N

pj
j

j
p

j
i

xxcx

xxcy

ε
α
α

β

εββ
α
α

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=

++
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

∑

∑∑

≠
=

≠
=

≠
=

0

00

 

となり，教科書（変数間の和差操作 p.28）にあるとお

り， ipcx を左辺に移項して 

i

N

pj
j

ip
p

j
ijjipi xxcxy ε

α
α

β +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=− ∑

≠
=0

 

が帰無モデルとなる．この回帰モデルのRSSを 0RSS

として， 

  iiKKii xxy εβββ ++++= L110  

のRSSを aRSS として 

( )
( )1/

1/0

−−
−

=
KnRSS

RSSRSSF
a

a  

を求めて検定を行う．この分布は，近似的に

( )1,1 −− KnF に従う． 

 注意点は，回帰モデルの右辺，つまり，説明変数に

定数項がない場合である．このときは，回帰係数の推

定の際の図９の指定において，「定数に０を使用」をチ

ェックしておく．あとは同じである． 

 

３． 検証したい仮説が二つ以上の場合 

 検証したい仮説（帰無仮説）が複数（ｒ本）の

「( )Kβββ ,,, 10 L の一次式=定数」の式で表される

とする．つまり， 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++

rKrKr

KK

c

c

βαβα

βαβα

L

M

L

00

11010

 

と表されるような場合である．なお，このｒ本の方程

式の係数行列 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

rKr

K

aa

aa

L

MM

L

1

110

 

はｒ個の独立な行ベクトルを持っているとする．これ

は，仮説の式の本数が本質的にｒ本以下に減らないこ

とを示している．この場合，この連立方程式は iβ の中

から r個（
rmm ββ ,,

1
L とする）適当に選べば， 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

∑

∑

≠
=

≠
=

K

mmj
j

jrjrm

K

mmj
j

jjm

r

r

r

,,
0

,,
0

11

1

1

1

L

L

M

βλµβ

βλµβ

 

と解くことができる．これらを回帰式に代入して， 
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i

K

mmj
j

r

k
mkjijj

r

k
mik

i

K

mmj
j

ijj

r

k
mi

K

mmj
j

jkjki

r

kk

r

k

r

xxx

xxy

ελβµ

εββλµ

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++=

++
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+=

∑ ∑∑

∑∑ ∑

≠
= ==

≠
==

≠
=

,,
0 11

,,
01

,,
0

1

11

L

LL

を得る．従って，教科書（変数間の和差操作 p.28）に

あるとおり，∑
=

r

k
mk k

x
1
µ を左辺に移項して 

i

K

mmj
j

r

k
mikjijj

r

k
mki

r

kk
xxxy ελβµ +⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=− ∑ ∑∑
≠
= ==

,,
0 11

1 L

が帰無仮説下での回帰モデルとなる．統計量は， 

( )
( )1/

/0

−−
−

=
KnRSS

rRSSRSSF
a

a  

を求めて検定を行う．この分布は，近似的に

( )1, −− KnrF に従う． 

 このような複数の方程式からなる仮説を複合仮説と

呼ぶ．このような例として，トランスログ生産関数に

おける収穫一定性の仮説の検定を説明しよう．トラン

スログ生産関数は，コブ－ダグラス型生産関数を一般

化したもので， 

 
( )

( )( ) ( )2

2

logloglog

loglogloglog

LLK

KLKY

LLLK

KK

δδ
δβαγ

++

+++=
 

となっている．これを対立仮説下での回帰モデルにす

ると， 

( )
( )( ) ( ) tLLLK

KK

LLK

KLKY

εδδ
δβαγ

+++

+++=
2

2

logloglog

loglogloglog
 

となるが，ここで帰無仮説は， 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=
=+

0
0
0
1

LL

LK

KK

δ
δ
δ
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となる．帰無仮説における回帰モデルは２節の例と同

じである．対立仮説での回帰を行った結果が図２２で

あるが， 68.0=aRSS である．その結果， 

( )
( ) 36.1

627/
4/0 =

−
−

=
a

a

RSS
RSSRSSF  

となり，この分布 ( )26,4F から求めた臨界値 2.84 よ

り小さいので，対立仮説をトランスログ関数として，

それと比較しても，規模に関する収穫一定が妥当性を

持つことになる． 

 

４． 不等式制約の場合（片側Ｆ検定＝両側ｔ検定） 

 最初の例で帰無仮説を 0≤α を検定した．その際，

片側ｔ検定を使用した．では，帰無仮説 

cKK ≤++ βαβα L00 を検定できないだろうか．結

論は「できる」である．帰無モデルとして，

cKK =++ βαβα L00 とした場合の回帰モデルを

とるのは今までと同様である． 

それは教科書[1]p.96 にかかれている仮説が１つの

場合のｔ検定とＦ検定の関係 2tF = からわかる．（こ

こで，
の標準誤差KK

KK c
t

βαβα
βαβα

ˆˆ
ˆˆ

00

00

++
−++

=
L

L
であ

る．）片側Ｆ検定は両側ｔ検定と同じなのである．片側

Ｆ検定は，有意水準がsの場合 η>F で棄却される．

ここで，ηは ( ) sF =≥ηPr を満たすように設定され

る．ところが， 2tF = から ( ) st =≥ η2Pr なので，

( ) stt =−≤≥ ηηまたはPr で臨界値（境界値）

が設定されることになる．棄却域も η>= 2tF から

ηη −<> tt または となる．これは，有意水準

ｓの両側ｔ検定である． 

ここで， cKK >++ βαβα L00 でかつ ξ>F

（ただし ( ) qF =≥ ξPr ）で棄却するような検定を考

えてみよう． cKK >++ βαβα L00 から，

0ˆˆ
ˆˆ

00

00 >
++

−++
=

の標準誤差KK

KK c
t

βαβα
βαβα

L

L
である．

したがって， ξ>t で棄却している片側検定である．

では，臨界値（境界値）の設定はどうなっているのだ
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ろ う か ， ( ) qF =≥ ξPr よ り ，

( ) qtt =−≤≥ ξξまたはPr であるが，t分布は

対称分布なので， ( ) ( )ξξ ≥=−≤ tt PrPr である

から， 

( ) ( )
( ) ( )

( ) qt

tt

ttF

=≥=

−≤+≥=

−≤≥=≥

ξ

ξξ

ξξξ

Pr2

PrPr

PrPr または

 

となる．となり， ( ) 2/Pr qt =≥ ξ となる．つまり，

有意水準を sにとれば， ( ) sqt ==≥ 2/Pr ξ であ

る．したがって，臨界値（境界値） ξ は，

( ) sqF 2Pr ==≥ ξ でとることによって片側検定が

できるのである． 

 帰無仮説 cKK ≤++ βαβα L00 の場合は，棄却

域を cKK >++ βαβα L00 ととればいいだけで，

臨界値（境界値）の設定は同じである． 

 では，複数の仮説の中に不等式の仮説が存在した場

合はどうだろうか？結論から言うと，多次元ｔ分布を

活用することになるが，学部生レベルの知識を超えて

いる． 

 

５． その他の場合 

 ここまでは，「( )Kβββ ,,, 10 L の一次式=定数」の

形の仮説，つまり，線形仮説のみを扱ってきた．しか

し，仮説の中には，線形の形に書けないものもある．

仮説を一般的に 
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としよう．もし，これが 
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と解けるならばこれを対立モデルに代入し， 

( )( )

( ){ }

i

K

mmj
j

ijjmmk

r

k
mik

i

K

mmj
j

ijj

r

k
mimmkki

r

r

k

r

kr

xg

xu

x

xguy

ε

ββββ

εβ

βββ

+

++

=

++

+=

∑

∑
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帰無の回帰モデルができる．この推定が可能ならば， 

( )
( )1/

/0

−−
−

=
KnRSS

rRSSRSSF
a

a  

で同様に検定することができる．しかし，この帰無の

回帰モデルは一般的に非線形回帰であるので，非線形

推定の方法が必要になる．これは，大学院レベルでの

標準的な方法なのでここでは触れない． 

 

６． まとめ 

 本稿では，通常線形回帰分析で使用されているｔ検

定より一歩進んで，一つ，または，複数の一次式から

なる仮説の検定をＦ検定によって行う方法を示した． 

 この方法は，Excel の分析ツールの一つである回帰

分析パッケージの標準的な機能のみで実現できるので，

原理さえ理解すれば容易に使用できる．さらにいえば，

一般論を理解できなくても，第２節の実例のところを

まねればうまくいくはずである． 

 卒論，レポートなどでデータ解析をする場合の一助

となれば幸いである． 
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