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統計解析論特殊講義 ４

最小二乗法の統計学

１．最小二乗法がよく使われる理由

問題

最小二乗推定量がよく使用されるのにはどんな理由
があるのだろうか？どのような望ましい性質があるの
か？

「望ましい」ことの基準は何か？

１．０ 考え方（１）

データの成り立ち
回帰直線を想定

回帰直線＋確率的に決ま
る誤差
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１．０ 考え方（２）

最小二乗法による推定

データの成り立ちの回帰
直線と推定された回帰直
線の比較

5 10 15 20

4

6

8

10

5 10 15 20

2

4

6

8

10

１．１ 設定

今まではデータの値と最小二乗推定量との関係を論じ
てきた．

今後はデータの値だけではなく，データの成り立ちを考
慮する．
データの成り立ち

誤差の確率分布＝各データ毎に確率的に決まるので異なる

普通は平均０，分散 （一定）と仮定

さらに特別な場合は誤差が正規分布に従うと仮定

i番目のデータとj番目のデータは全く関連がない＝独立．
無作為抽出を想定

説明変数Ｘは確率変動しない．

誤差線形結合説明変数の線形和被説明変数 += )(

2σ

確率の復習（１．１用＜１＞）

確率変数
確率的に決まる変数のこと

確率変数の平均＝分布の平均＝母平均
期待値のこと

確率変数の中心を表す

E［確率変数］と表記

分散
（確率変数ーその平均）の二乗の期待値

確率変数の散らばり方を示す

V［確率変数］と表記



2

１．１．１ 設定の数式表現

ＤＧＰ（Data Generating Process）
データ発生の仕組み

数式化（Ｋ個の説明変数の場合）

変数の場合

データの値の場合

誤差項 （残差項 と区別すること）

平均０

分散一定値

独立性＝iに無関係に決まる＋Ｘは確率変動しないのでＸと独立

誤差線形結合説明変数の線形和被説明変数 += )(

εβββ ++++= KK XXXY L2211

iiKKiii xxxy εβββ ++++= ,,22,11 L

iεε ,
[ ] [ ] 0== iEE εε

2σ

( )iKKiii xxyu ,,11
ˆˆˆ ββ ++−= L

１．１．２ 注意

ＤＧＰと回帰モデルの違い
ＤＧＰはデータの決まり方を示す．

理論によって与えられる．

未知なのはβjのパラメータの値（真の値と呼ぶ）である．
真の値は確率変動しない定数

理論がないケースでは，本当はわからない．

その場合一つの想定に過ぎない．

回帰モデル

最小自乗法によって推定する回帰式

この式の誤差の二乗和を最小化するパラメータを決める．

回帰モデルとＤＧＰが同じ式であると想定する．

異なった場合を考えることもある．（今回は考えないが）

１．２ DGPの変形

の変形
などより

ここからさらに変形して
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１．３ 最小二乗推定量と真の値の関係

最小二乗推定量を真の値と誤差項で表す．

これに

を代入すると
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１．３．１ 補足説明

中括弧と の積の合計が０になる理由

なぜならば， は を 以外の説明変数に回帰し
た残差だから，残差と回帰時の説明変数の積の合計
は０となるから．
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１．４ 不偏性（０）

望ましい性質（１）＝不偏性

推定値と真の値との間に何か関係があるか？
推定値の期待値が真の値になるという性質

推定値が平均的には真の値になっている．

数式表現

最小二乗推定量は不偏である．

[ ] [ ] KKEE ββββ == ˆ,,ˆ
11 L
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１．４ 不偏性（１）

実験
誤差項を１０セット用意．
これを元に説明変数と被説明
変数の組み合わせを10セット
用意．
この10セットそれぞれについ
て最小二乗法でパラメータを
推定
上図
太線：真の回帰直線群，細
線：推定された回帰直線

下図
細線：推定された回帰直線の
平均
真の回帰直線とほとんど同じ
である．
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確率の復習（１．４用）

期待値に関する演算

確率変数の線形和（一次結合）の期待値は確率変数
の期待値の線形和である．

ただし， は確率変動しない定数
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１．４ 不偏性（２）

不偏性の説明

最小二乗推定量と真の値の関係から

βｊは確率変動しないので ．

説明変数は確率変動しないと仮定しているので

なので より
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１．５ 一致性（０）

不偏性で十分か？
半々の確率で1と-1の値をとる確率変数の期待値は０
推定値の期待値が真の値と等しくても推定値が真の値に近
づくという保証はない．（標本数が増えたとき）

「近づく」というのにふさわしい概念が必要．

望ましい性質（２）＝一致性
標本数が増えると推定誤差がどんどん小さくなる．
推定誤差は確率変動するから小さくなるというのをうまく表
現しなければならない．

標本数が増えると「推定誤差の２乗の期待値」＝平均
二乗誤差が０に近づく．平均二乗誤差の極限が０．

１．５ 一致性（１）

実験
同じデータの成り立ちの場
合についてデータ数が増
加したときの推定された回
帰直線を比較

上図

標本数２０の場合の推定さ
れた回帰直線群（細線）と
真の回帰直線群（太線）

下図

標本数１０００の場合

太線と細線がほぼ一致
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１．５ 一致性（２）

推定誤差

より

平均二乗誤差＝推定誤差の分散（最小二乗法
の場合）

より となり
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確率の復習（１．５用）

分散に関する演算

もし確率変数同士が独立ならば，確率変数の線形和
（一次結合）の分散は確率変数の分散の線形和であ
る．
期待値と違って分散の係数は確率変数の係数の２乗である．

ただし， は確率変動しない定数で，各 は独立．
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１．５ 一致性（３）

一致性の証明（１）

とおくと

各 は独立だから，

， より

よって，

( )∑
=

=
n

i
ijiji xxw

1

2*
,

*
, ∑

=

+=
n

i
iijj w

1

ˆ εββ

( ) [ ] [ ] [ ]∑
=

+==



 −

n

i
iijjjj VwVVE

1

22 ˆˆ εββββ
iε

[ ] 0=jV β [ ] 2σε =iV
[ ] ( ) ( )

( )∑

∑ ∑∑∑∑

=

= ====

=








===

n

i
ij

n

i

n

i
ijij

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

x

xxwwVw

1

2*
,

2

1

2

1

2*
,

2*
,

2

1

22

1

22

1

2

σ

σσσε

( ) [ ] ( )∑
=

==



 −

n

i
ijjjj xVE

1

2*
,

22 ˆˆ σβββ

１．５ 一致性（４）

一致性の証明（２）

仮定

一致性

最小二乗推定量の分散の極限
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１．５ 一致性（５）

仮定の意味

を満たす必要条件

が有限である為の必要条件は

逆に なら一致性の条件を満たす．

例

でも一致性を持つ例
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１．６ 最良線形不偏推定量

不偏性，一致性で十分望ましいか？
他の種類の推定方法と比較してどうか？
実は他の推定量の中に不偏性，一致性を満たすものがある．

最小二乗推定量が優位に立つ切り札はなにか？

効率性
効率性とは，最小の分散をもつこと．
分散が小さいほど，推定量のばらつきが少ない＝より正確．

不偏性をもち，被説明変数の観測値の線形和（一次
結合）で表現される推定量のなかで最も分散が小さ
い＝効率的なのが最小二乗推定量である．

２．最小二乗推定量の分布（０）

問題

最小二乗推定量の信頼度を知る
その中心とばらつきを知る

期待値と分散は？

信頼区間，検定ができるか？
そのための仮定は？
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２．最小二乗推定量の分布（０）

期待値

不偏性の議論から

真のパラメータの値が期待値

分散

一致性の議論から

単回帰の場合は，

[ ] [ ] KKEE ββββ == ˆ,,ˆ
11 L
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２．最小二乗推定量の分布（１）

分散に関する実験（１）
誤差項の分散の推定量の分散
に及ぼす効果
データの値：点

真の回帰直線：太線

推定された回帰直線：細線

右上図 誤差分散 １

右下図 誤差分散 １６
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２．最小二乗推定量の分布（２）

分散に関する実験（２）
説明変数の散らばり方＝
標本分散が推定量の分散
に及ぼす効果
誤差の分散は標本数は同
じ

データの値：点

真の回帰直線：太線

推定された回帰直線：細
線

他は同じで標本数が多く
なる場合
標本数に反比例
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２．最小二乗推定量の分布（３）

追加の仮定
誤差項の分布が平均０，分
散 の正規分布

確率の復習
正規分布

平均μ，分散 の正規分
布の確率密度関数は右図

確率密度関数とはある区
間内の確率をその区間の
長さで割ったもので，確率
の密度を表す．ただし，あ
る点での密度を表す．

2σ

2σ

µ−3σ µ−2σ µ−σ µ µ+σ µ+2σ µ+3σ

２．最小二乗推定量の分布（４）

最小二乗推定量の分布
平均が真の値βｊ，分散が

の正規分布

さらに，もし誤差項が正規
分布に従っていなくても，
適当な条件を満たしていれ
ば，中心極限定理から，標
本数ｎが大きくなれば，こ
の分布で近似できる．

近似できる目安はｎが３０
以上といわれている．
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３．係数推定値同士の相関（０）

問題

異なった係数の推定値同士は関連があるのか？
相関，共分散は？

異なった係数の推定値同士の相関がなくなるのはど
ういう場合か？
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３．係数推定値同士の相関（１）

確率復習（１）
XとYの（分布，母）共分散
定義

性質
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３．係数推定値同士の相関（２）

確率の復習（２）
もし が独立で同一の分散 を持つなら，

XとYの（分布，母）相関

定義

無相関 （独立ならば無相関）
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３．係数推定値同士の相関（３）

βｊ,βkの推定量同士の相関
共分散

と誤差項の独立性から とにより
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３．係数推定値同士の相関（３）

係数推定値同士の相関

メッセージ
もしすべての説明変数が標本として無相関ならば，係
数推定値どうしは分布として無相関
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2

1

2*
,

2

1

2*
,

1

2*
,

1

*
,

*
,

2

ˆ,ˆ

σσ

σ
ρ ββ

３．係数推定値同士の相関（４）

メッセージ
どの説明変数同士を掛けて合計しても０になる（積和をとる
と０，直交する， ）ならば，係数推定

値同士は分布として無相関

理由
どの説明変数同士を掛けて合計しても０なら，説明変数同士
は影響を与え合わないから，他の説明変数の影響を取り除
いても変わらない（ ）ikikijij xxxx ,

*
,,

*
, , ==

[ ]
( ) ( )

0ˆ,ˆ

1

2
,

1

2
,

1
,,

2

1

2*
,

1

2*
,

1

*
,

*
,

2
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∑∑

∑

∑∑

∑
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=
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=
n

i
ik

n

i
ij

n

i
ikij

n

i
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n

i
ij

n

i
ikij

kj

xx

xx

xx

xx
Cov

σσ
ββ

0
1

,, =∑
=

n

i
ikij xx

４．予測

問題

説明変数の値を色々と想定して，その値に対する被
説明変数の値を予測したい．
どの様な予測値が考えられるか？

予測値の持つ望ましい性質は？

予測値の信頼性は？

予測値の分散は？

パラメータの推定誤差と誤差項の両方を考える必要がある．
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４．単回帰での予測（１）

グラフ例

標本数=20
推定された回帰式

予測値の９５％信頼区間を描
いた．

（予測値＋１．９６×予測値の
標準偏差）と（予測値－１．９
６×予測値の標準偏差）の間

この間に予測値がくる確率は
９５％

信頼区間が最も狭いのは説
明変数の標本平均のところ

1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

推定された回帰直線

X=1.5の時の予測値

予測値＋１．９６×予測値の標準偏差

説明変数の標本平均

４．１ 単回帰での予測（２）

例の設定（単回帰）
回帰モデル を考える．（DGPも一致）
これと同じ推定量を与える回帰モデルは

または

第２式に対応する回帰モデルを考える．

元のDGPを変形すると
これより変形した回帰式に対応するDGPでは，

εβα ++= XY

( ) 残差+−=− xXyY β̂ ( ) 残差+−+= xXyY β̂

( ) εβδ +−+= xXY y=δ̂
( ) εββα +−++= xXxY

xβαδ +=

４．１ 単回帰での予測（３）

推定値の誤差の表現

より であるから，

X=xのときの予測値
予測誤差

εβαδ ++== xyˆεβα ++= XY
( ) ( ) εεβαβαδδ −=++−+=− xxˆ

( ) ( )∑∑
==

−−=−
n

i
i

n

i
ii xxxx

1

2

1

ˆ εββ

( )xxy −+= βδ ˆˆˆ

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) 次の観測時

次の観測時

εεε

εββδδ

+−






 −−+−=

+−−+−=−

∑∑
==

n

i
i

n

i
ii xxxxxx

xxyy

1

2

1

ˆˆˆ

４．１ 単回帰での予測（４）

予測誤差の期待値は０

不偏性より

誤差項は期待値０なので

よって

予測誤差の分散＜ と との相関が０になる＞

[ ] ( ) ( ) ( ) [ ]次の観測時εββδδ EExxEyyE +−−+−=− ˆˆˆ
[ ] [ ] 0ˆˆ =−=− ββδδ EE

[ ] 0=次の観測時εE
[ ] 0ˆ =− yyE

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ] ( ) [ ]
( ) ( )

( ) ( ) 






 +−−+=

+−−+=

−++−+−=−

∑

∑

=

=

1//1

//

ˆ,ˆ2ˆˆ

1

222

2

1

2222

2

n

i
i

n

i
i

xxxxn

xxxxn

CovxxVVxxVyyV

σ

σσσ

βδεβε 次の観測時

δ̂ β̂

４．２ 予測の一般論（１）

予測

説明変数が特定の値をとったとしたときに，被説明変
数の値を予測する．

予測値は回帰値となる．

予測値の期待値

不偏性より だから

より

したがって，

∑
=

== =
K

j
jjxXxX xy

kK
1

,,
ˆˆ

11
βL

[ ] [ ]∑∑
==

== =







=

K

j
jj

K

j
jjxXxX xExEyE

kK
11

,,
ˆˆˆ

11
ββL

[ ] jjE ββ =ˆ [ ] ∑
=

== =
K

j
jjxXxX xyE

kK
1

,,11
ˆ βL

εβ +=∑
=

==

K

j
jjxXxX xy

kK
1

,,11 L [ ] [ ] ∑∑
==

== =+=
K

j
jj

K

j
jjxXxX xExyE

kK
11

,,11
βεβL

[ ] [ ]
kKkK xXxX

K

j
jjxXxX yExyE ==

=
== ==∑ ,,

1
,, 1111

ˆ
LL β

４．２ 予測の一般論（２）

予測値の分散

[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]∑∑

∑∑

∑∑∑

≠=

≠=

===
==

+=

+=









=








=

kj
kjkj

n

j
jj

kj
kjkj

n

j
jjj

K

j
jj

K

j
jj

K

j
jjxXxX

CovxxVx

CovxxCovx

xxCovxVyV
kK

βββ

ββββ

βββ

ˆ,ˆˆ

ˆ,ˆˆ,ˆ

ˆ,ˆˆˆ

1

2

1

2

111
,,11 L
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５．誤差項の分散の推定

問題

推定値の分散 を知るには誤差項の分
散を知る必要がある．

誤差項の分散の推定方法は？
残差と誤差は違うが，残差から誤差を推定できないか？

残差の標本分散で推定できないか？

できないなら，それを修正することで対応できないか？

どういう基準を推定値にもとめるか？

一致性？不偏性？

( )∑
=

n

i
ijx

1

2*
,

2σ

５．１ 残差二乗和の利用（１）

単回帰の例（１）

を考える．( ) εβδ +−+= xXY
( ){ } ( ){ }

( ) ( )( ) ii

iiiiii

xx

xxxxyyu

εββδδ

βδεβδ

+−−+−=

−+−+−+=−=
ˆˆ

ˆˆˆˆ

( ) ( )( ) iii uxx ˆˆˆ +−−+−= ββδδε

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑∑

∑∑∑

==

===

−−+−+

+−−+−=

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

uxxu

uxxn

11

1

2

1

222

1

2

ˆˆ2ˆˆ2

ˆˆˆ

ββδδ

ββδδε

５．１ 残差二乗和の利用（２）

単回帰の例（２）

残差と説明変数の関係から

よって

0ˆ
1

=∑
=

n

i
iu ( ) 0ˆ

1
=−∑

=

n

i
ii uxx

( ) ( ) ( ) ∑∑∑
===

+−−+−=
n

i
i

n

i
i

n

i
i uxxn

1

2

1

222

1

2 ˆˆˆ ββδδε

( ) ( ) ( ) 






+−



 −+



 −=







 ∑∑∑
===

n

i
i

n

i
i

n

i
i uExxEnEE

1

2

1

222

1

2 ˆˆˆ ββδδε

( ) [ ]( ) [ ] [ ] nVVEEE /ˆˆˆˆ 222
σεδδδδδ ===



 −=



 −

( ) [ ]( ) [ ] ( )∑
=

−==



 −=



 −

n

i
i xxVEEE

1

2222 ˆˆˆˆ σβββββ

５．１ 残差二乗和の利用（３）

単回帰の例（３）

これらから

したがって

一般の場合（K個の説明変数がある場合）
より

[ ] [ ]( )[ ] ( ) 2

11

2

1

2

1

2 σεεεεε nVEEEE
n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i ==−==






 ∑∑∑∑
====

( ) 






++= ∑
=

n

i
iuEn

1

2222 ˆσσσ

( ) 2

1

2 2ˆ σ−=






∑
=

nuE
n

i
i








+= ∑
=

n

i
iuEKn

1

222 ˆσσ ( ) 2

1

2ˆ σKnuE
n

i
i −=






∑
=

５．１ 残差二乗和の利用（５）

誤差分散の不偏推定量

より

１に回帰して母平均を推定した場合
説明変数は１個なので，誤差分散の不偏推定量は

で誤差分散は分散そのもの．つまり，
分散の不偏推定量＝標本不偏分散

( ) 2

1

2ˆ σ=






 −∑
=

KnuE
n

i
i

( )Knu
n

i
i −∑

=1

2

( ) yyunu ii

n

i
i −=−∑

=

ˆ1ˆ
1

2

εµ +=Y

[ ] [ ] 2σε == VYV

５．１ 残差二乗和の利用（６）

確率の復習

大数の法則
ある適当な条件の下で，標本数が大きくなると，ある変数の
標本平均はその変数の期待値に近づいていく．

大数の法則（別バージョン）

[ ]ZEZ
n

n
n

i
i  → ∞→

=
∑

1

1

[ ]ZEc
n

Zc
n

n

i
in

n
n

i
ii 







 → ∑∑
=∞→

∞→

= 11

1lim1
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５．１ 残差二乗和の利用（７）

一致性（１）

より

大数の法則よりｎが大きくなると

( ) ( ) ( ) ∑∑∑
===

+−−+−=
n

i
i

n

i
i

n

i
i uxxn

1

2

1

222

1

2 ˆˆˆ ββδδε

( ) ( ) ( ) nunxxn
n

i
i

n

i
i

n

i
i ∑∑∑

===

+−−+−=
1

2

1

222

1

2 ˆˆˆ ββδδε

[ ] 0ˆ =→=− εεδδ E
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0/lim1lim

ˆ1limˆ

2

1

22

1

2

2

1

2

1

22

==















 −






 −=













 −







 −→−−

∞→==∞→

=∞→=

∑∑

∑∑

nxxxx
n

Exx
n

nxx

n

n

i
i

n

i
in

n

i
in

n

i
i

σσ

ββββ

５．１ 残差二乗和の利用（８）

一致性（２）

大数の法則より

よって，

問題点
一致推定量は残差二乗和をｎで割ってもｎ－Ｋで割っても得
られる．

従って，決め手は不偏性となる．

[ ] [ ] 22

1

2 σεεε ==→∑
=

ii

n

i
i VEn

2

1

2ˆ σ→∑
=

nu
n

i
i

( ) ( ){ } 2

1

2

1

2 /limˆlimˆ σ=−






=− ∑∑
==

KnnnuKnu
n

i
i

n

i
i

６．自由度（１）

問題

説明変数がK個ある回帰の場合は

つまり， であるから，n-K個の独立な
平均０，分散 な確率変数の２乗の和であると考え
られる．

このようなことはESSやTSSでもいえるのだろうか？
もともと，Yのｎ個の値はｎ個の誤差項＋回帰直線で
できているが，RSSでK個だけ少ない確率変数の和
になっている．これはどういうことか？

( ) 2

1

2ˆ σKnuE
n

i
i −=






∑
=

[ ] ( ) 2σKnRSSE −=
2σ

６．自由度（２）

自由度
ある変数の期待値が誤差項の分散のｐ倍＋定数で表
されたとき，その変数は自由度ｐであるとよぶ．

この変数は定数と平均０で分散 の互いに独立な確
率変数の２乗がｐ個が合計されたものと考えることが
出来る．（確率変数の２乗の期待値は だから．）

RSSの場合は定数０とn-K個の確率変数の２乗の合
計＝RSSの自由度はn-K
誤差項の分散の不偏推定量はRSSをその自由度で
割る

[ ] 定数+= 2σpME
2σ

2σ

６．自由度（３）

TSSの場合（１）
回帰式 を例に考えるiii xy εβα ++=

εβα ++= xy
( ) εεβ −+−=− iii xxyy

( ) ( ) ( )

( )( )∑

∑∑∑

=

===

−−+

−+−=−

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

xx

xxyy

1

1

2

1

22

1

2

2 εεβ

εεβ

６．自由度（４）

TSSの場合（２）
( )

( ) 2

1

22

1

2

1

2

11

2

1

2

2

2

εεεεεε

εεεεεε

nnn
n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

−=+−=

+−=−

∑∑

∑∑∑∑

==

====

( ) [ ] [ ] [ ]

( ) 2
2

2

1

22

1

2

1

2

1 σσσ

εεεεεε

−=−=

−=−






=






 − ∑∑∑
===

n
n

nn

nVEnEEE
n

i
i

n

i
i

n

i
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６．自由度（５）

TSSの場合（３） TSSの自由度はn-1
( )( ) ( ) [ ]

( ) [ ] [ ]{ } 0
1

11

=−−=

−−=






 −−

∑

∑∑

=

==

n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii

EExx

ExxxxE

εε

εεεε

[ ] ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) 2

1

22

11

2

1

22

1

2

1

2

σβ

εεβεεβ

−+−=








 −−+






 −+−=








 −=

∑

∑∑∑

∑

=

===

=

nxx

xxEExx

yyETSSE

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

６．自由度（６）

ESSの場合（１）
( )∑

=

−=
n

i
i xxESS

1

22β̂

( )ββββ −+= ˆˆ

( ) ( )βββββββ −+−+= ˆ2ˆˆ 222

[ ] ( ) [ ]βββββββ −+



 −+= ˆ2ˆˆ 222 EEE

[ ] 0ˆ =− ββE

６．自由度（７）

ESSの場合（２）

一般の場合 ESSの自由度はK-1

[ ] [ ] ( ) ( ) ( )

( )∑

∑∑∑

=

===

−+=

−






 −+=−=

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

xx

xxxxxxEESSE

1

222

1

2

1

222

1

22ˆ

βσ

σββ

[ ] ( ) [ ] ( )∑
=

−+=+=



 −+=

n

i
i xxVEE

1

2222222 ˆˆˆ σβββββββ

[ ] ( ) 定数+−= 21 σKESSE

６．自由度（８）

TSS=ESS+RSSの帰結

これを の係数について比較すると

TSSの自由度＝ESSの自由度＋RSSの自由度
実際，

TSSの自由度＝n-1
ESSの自由度＝K-1
RSSの自由度＝n-K

[ ] [ ] [ ]RSSEESSETSSE +=
2σ

７．標準化統計量（１）

分布，平均，分散が変わらない分布を求める．

誤差項が正規分布の場合

は に従う．（平均βj,分散

の正規分布）

なぜならば， であるが

独立な正規分布に従う確率変数の線形和は，正規分
布だから．

jβ̂ ( ) 






 ∑
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*
,

ˆ εββ

７．標準化統計量（２）

標準正規分布になる統計量（１）

より，

従って， の分布は ( ) 






 ∑
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1

2*
,

2,0 σjj ββ −ˆ
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７．標準化統計量（３）

標準正規分布になる統計量（２）

従って， の分布は

σが解っている場合には有効

( )
[ ]
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( )1,0N
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x
1
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,

ˆ

σ

ββ

７．標準化統計量（４）

誤差項が正規分布ではない場合
中心極限定理を使うとｎが大きい（ｎが３０以上）場合

の分布は標準正規分布N（０，１）で近似可能

この場合，誤差分散の推定量の一致性を利用できる

ので，σを で置き換えて計算してもよい．

この場合は，σは未知でも良い．
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n

i
ij

jj

x
1
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,

ˆ

σ

ββ

nu
n

i
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=
=

1

2ˆσ̂

７．１ ｔ統計量

σが不明の場合＝実証分析では一般的

σの推定が必要＝ の不偏推定量を用いる．

標準化統計量のσをSで置き換えたものをｔ統計
量と呼ぶ．

σをSで置き換えたことで分布は標準正規分布では
なくなる．

2σ
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n
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22 ˆˆ
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,

ˆ ββ

７．１．１ ｔ分布

ｔ統計量の分布

誤差項が正規分布の時は，ｔ分布になる．

ｔ分布
が各々独立で，平均０，分散１の正規分布に従うとする．

を自由度pのｔ分布と呼ぶ．
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７．１．２ ｔ分布になる理由（１）

理由（１）

． より，

と書けるとみられる．
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７．１．２ ｔ分布になる理由（２）

理由（２）

分母と分子の独立性
Zn-k+1と の独立性がいえれば， Zn-k+1と の独立

性もいえる．

Zn-k+1と はともに正規分布なのでその共分散が０であれ

ば独立

をいえばよい．

残差と係数推定値の独立性をいえば，分子と分母の独立性
が言える．
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７．１．２ ｔ分布になる理由（３）

理由（３）

残差と係数推定値の独立性（１）
例として を考える．

残差を考えるには例の変換をした方がいい．

とおくと

iii xy εβα ++=

( ) ( ) iii xxxy εββα +−++=
xβαγ +=
( ) iii xxy εβγ +−+=

( ) yxxyx =+−=+= βββαγ ˆˆˆˆˆ

( ) ( ) ( ) εβαεβαβαγγ =+−++=+−=− xyxyˆ
( ) ( )( ) iii xxu εββγγ +−−−−−= ˆˆˆ

７．１．２ ｔ分布になる理由（４）

理由（４）

残差と係数推定値の独立性（２）

なので説明変数同士の積和が０である．こ
の場合，その係数推定値同士は無相関なので，
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７．１．２ ｔ分布になる理由（５）

理由（５）

残差と係数推定値の独立性（３）
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７．１．２ ｔ分布になる理由（６）

理由（６）

残差と係数推定値の独立性（３）
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７．１．２ ｔ分布になる理由（７）

理由（７）
残差と係数推定値の独立性（４）
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７．１．２ ｔ分布になる理由（７）

まとめ

分母と分子が独立（残差と係数推定値の独立性から）
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